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РЕЗЮМЕ ДОКЛАДОВ, СДЕЛАННЫХ НА ЗАСЕДАНИЯХ СЕМИНАРА 
ПО ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКЕ 

В МАТЕМАТИЧЕСКОМ ИНСТИТУТЕ АКАДЕМИИ НАУК СССР 

1974—1975 

Заседание 5 ноября 

Леонов Ю. П., Об одном классе конечных распределений. 

Заседание 17 декабря 

Анисимов В. В.', Предельные теоремы для случайных процессов и их приме­
нения к дискретным схемам суммирования. 

Общие предельные теоремы и различные типы сходимости случайных процессов 
были изучены в работах Ю. В. Прохорова, А. В. Скорохода, А. А. Боровкова. Мно­
гие авторы рассматривали условия сходимости для конкретных классов процессов. 
Вместе с тем в последнее время в ряде задач возникает новый класс случайных процес­
сов, предельные теоремы для которого не изучались, а общие условия сходимости 
работают не эффективно. Для таких процессов характерно наличие моментов марков­
ского типа, в которых процесс меняет свои свойства, как бы «переключается». Инте­
ресно то, что подобные процессы естественно возникают в качестве предельных для сту­
пенчатых процессов сумм случайных величин, заданных на случайном процессе с дис­
кретным расщепляющимся фазовым пространством. 

«Переключающиеся» процессы конструктивно удобно задавать следующим обра­
зом. Пусть 7)™ — пространство функций на [0, оо) со значениями в Rm без разрывов 
2-го рода и непрерывных справа, 21 — минимальная о-адгебра цилиндрических мно­
жеств в 7>™, Я5 — о-алгебра борелевских множеств в Rm. На (7>™, 21) заданы парамет­
рическое семейство мер Ж = { Р ^ (А), А е 21, а 6Е Rm, к = 1, г} (г ^ оо) и семей­
ство 21-измеримых функционалов х = (т (к, z (•)), z (•) 6Е к = 1, г). При этом пред­
полагается, что для любых I = 1, 2, . . ., * ! < [ . . . < ; tj, Л = 1, г и любой непрерыв­
ной функции ф функция 

%{h,...,tlta)= ^ ф(м1, . . . , uJP^ (z(t.)(=du., il=Tj) 

(Rm)1 

33-измерима по переменной a, a t (к, z{-)) — марковский момент для функции z (t). 
Пусть также <$> = { р (/^ д а ^ у — i t Г ) а g= дт) _ семейство 55-измеримых функ-

г 

ций таких, что р (к, /, а) ;> 0 и 2 Р (к> /> а) = 1 Д Л Я любых к = 1, г, a g= Rm'a-P = ( P 
3=1 

к = i, г) — собственное распределение вероятностей. Тогда по семействам Ж, х, £Р, 
р в пространстве Dx X 7)™ можно построить случайный процесс {х (*), Z (t)}, t ^ О, 
со значениями в {1, . . ., г} X Rm, эволюция которого протекает следующим образом. 

Пусть Ж — {| ( ( ) ((, к, а), t > 0, к•= ~г> а е Rm, I > 0} — семейство случай­
ных процессов, распределения которых не зависят от индекса I, и таких, что Р (•, 
к, а) е А} = (А), А (=2{. Тогда Р {х (0) = к} = р (к), к = ТГг- При этом 
если к (0) = кжх (к, (•, к, 0)) = хи то у. (и) = к, £ (в) = £ а ) (и, А, 0), 0 ^ и < 
< т х . Далее, если | а > (тх, А:, 0) = а х, то Р (х (хх) = /'} = /> /, ai), а х2= ti + 
+ % (U Е (2 ) (•>'/. «i))> если % (тх) = /, и при этом л (и) = у, £ (и) = % + £ ( 2 ) (и — хг, j , 
ai)> Ti *ч и <L ХГ. Если затем § ^ (т2 — Ti, a t) = а 2, то Р {у, (т2) = г} = р (j, i, а2) 
и т. д. Построенный процесс назовем «переключающимся» процессом. Отметим, что 
полученный класс процессов обобщает такие модели, как марковские процессы, одно­
родные по 2-й компоненте [1], процессы с независимыми приращениями, управляемые 
полумарковским процессом [2], и кусочно-линейные и марковские агрегаты [3]. 
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Для переключающихся процессов доказаны общие предельные теоремы в следую­
щей постановке. Пусть есть последовательность семейств Ж„, хп, £Рп, р п , которые при 
каждом задают переключающийся процесс {хп (£), (t)},_t> 0, а {щ (t), 
?о (*)}> * ^ 0>^ процесс, который задается семействами J*",,, т 0 , ИРа, р 0 - Указано, в ка­
ком смысле следует потребовать сходимость характеристик семейств &~п, хп, $>п, р п 

к соответствующим характеристикам семейств Ж0, т 0 , £/°о, Ро при в ^ с о с тем, чтобы 
имела место слабая сходимость конечномерных распределений или функционалов, 
непрерывных в одной из известных топологий, процесса {хп (t), (*)}к{х0 (t), £0 (Щ. 
Рассмотрены также приложения полученных результатов к дискретным схемам сум­
мирования. 

В качестве примера рассмотрим следующую схему. Пусть для каждого ге 1 
заданы: семейство независимых в совокупности случайных процессов х„ = {>4f\ 
k = 1, г} (г < оо), где K{Jp = (>4f) (I), I 0} — процесс с дискретным временем и 
множеством состояний Ik (Ik f] Ij = ф, -к ф j), независимое от х п семейство неза­
висимых в совокупности случайных векторов { (£^ (/, /), х^Г (/> / G А. А = 1» г , 
11> 0}> распределение которых не зависит от индекса I (при этом величины %п' 0', /) 
могут принимать лишь два значения: 0 или 1), а также семейство ёРп = {pffl (i, j), 
г S h, j = й~г, k = l,r] такое, что p (

n

f t ) (i, /) > 0 и 
г 

2 ('./) = !. fc=I7^ 
3=1 

Обозначим 
[nt] 

(In(*. 0, х п (*, 0) = 2 (О, з#> (»4*) /)), 
z = o 

Tn(ft) = i n f { * : * > 0 , Xn(k,t)^sk}, s f c > 0 , /с = 1 7 7 . (1) 
Построим переключающийся процесс {х п (*), £ п (*)}, t 0, по семействам Ж г е = 

= {§„ (fc, it), к = 1, г}, моментам переключения т Л = {Г„ (А:), к = 1, г}, начальному 
распределению p n = {p n (&), к = 1, г}, а вероятности переключения для x n (i) опре­
деляются следующим образом: если х„ (0) = к и х^ ' (т п (ft)) = г, то Р {кп (г п (А;)) = 

= /} = Рпс) & i)> i <= h, к, j = Г7Т. 
Предположим для_ простоты, что 1к — конечные множества, к = 1, г. Через 

v n ' (/'? m ) обозначим количество попаданий х ( ^ в состояние / за т шагов, / g= 1к. 
Теорема. Если для любого к = 1, г: 

1) конечномерные распределения процесса {n-^v^ (j, [nt]), j g= А} слабо сходятся 

к распределениям процесса {v^ (j, t)), j 6E Ik}, t^0, 

2, lim n (M exp { » ( / , 1) + v%W (/, 1))} - 1) = \ ( / , X, v ) , 

0 < | а к ( / ' Д , v ) | < o o , f e / j , 

3) lira jr>n (k) = po (k), lim pW (m, I) = p«> (m, J), m e I = ~ , 

тео последовательность процессов ( x n (t), Z,n (t)} при re —» oo сходится в J-топологии 
на любом промежутке [0, Т] к переключающемуся процессу {х0 (*)> £о (*))> который 
строится следующим образом. Положим 

{Ь (k, t), Хо (к, 0) = 2 ( S o 0 (/'. v o f c > (/'- *)), Xo S ) (/' i k ) (/. 0)). 

teifc 

(! 0^ (/, i), x 0 ^ 0' '))> к = i, r, — независимые в совокупности и от процессов 
(т, t) однородные двумерные процессы с независимыми приращениями и кумулян­

тами ак (/, X, v). Пусть т 0 (к) определяется согласно (1) при ге = 0. Тогда (х 0 (t), 
£0 (£)} строится по семействам {£0 (к, t), к = 1, г}, Т 0 - {т0 (к), к = 1, г}, р 0 = 
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= {р0 (ft), к = 1, г}, { р 0

к ) (т, j), т е Тк, к, ) = 1, г} подобно процессу {%п (t), Zn (t)}, 
где, однако, изменения состояний х 0 (2) происходят следующим образом: если х0 (0) = к 
и Хп"' (Ь v o f t ) С т о (*))) - (Ь v<*> (i, То (к) - 0)) > 0, то Р {щ (т, (к)) = /} = 
= Р(

0

к) (i, У), i е А , j = 1, г. 
Следствие. Если \W (j, t) = g< 6 : ) (y)t, «E> 0, с вероятностью 1, / e 4 , ft = 1, r, 

и % = 1, ft = 1, г, то {K0 (t), £0 (t)} — марковский процесс, однородный по 2-й компо­
ненте [1]. 

ЛИТЕРАТУРА 

[1] И. И. Ежов, А. В. Скороход, Марковские процессы, однородные по второй компо-
ненте,|1, II, Теория вероят. и ее примен., XIV, 1 (1969), 3—14; 4, 679—692. 

[2] В. В. Анисимов, Асимптотическое укрупнение состояний случайных процессов, 
Кибернетика, 3 (1973), 109—117. 

[3] Н. П. Бусленко, В . В. Калашников, И. Н. Коваленко, Лекции по теории сложных 
систем, М., «Сов. радио», 1973. 

Заседание 18 февраля 

Б о р о в с к и х Ю. В., Аналитические методы исследования асимптотических 
свойств вероятностных распределений в случайных блужданиях, в теории крите­
риев Колмогорова — Смирнова и Крамера — Мизеса — Смирнова. 

1. Пусть | j , £8, . . . — последовательность независимых одинаково распределен­
ных случайных величин, принимающих лишь целочисленные значения. Положим S0 = 
= 0, S n = £i + £ 2 + • • • "f" £n> n^i. Считаем, что общий наибольший делитель 
возможных значений ^ равен единице, а общий наибольший делитель разностей воз­
можных значений равен р , т. е. блуждание {Sn} периодично с периодом р . Обозначим 

оо 
/>K = P(5i = A), А = 0 , ± 1 , ± 2 , . . . ; Р(и>)= 2 Рп™"-

fc=—00 

Будем предполагать, во-первых, что р к = 0 при ft <С — 2,, р . _ г 0 и, во-вторых,что 
функция Р (w) аналитична в кольце 0 <^ [ w | < И при некотором 77 ̂ > 1. 

Введем в рассмотрение вероятность 

Ulx,v(n)=P(Sn<y, S n < ~ x , Sn = l). (1) 

Далее, пусть х±, х2, . . ., хщ и уг, у2, . . ., уП2 — две серии независимых наблю­
дений. Обозначим F (х) и б П г (у) эмпирические функции распределений соответст­
венно первой и второй серии. О распределении меры расхождения между 7? (х) и 
Gns (у) в критерии согласия Н. В. Смирнова известно [1], что 

IV: sup \Рщ(х)\-Ощ(х\)<к = Р ( max \ S J < \ \ S n i + n i = 0, ц0= 0), 

(2) 
к 

где ^fe=2 Ij' Tll',T)a' ' - - ' ч" ~ н е з а в и с и м ы > 
j'=o 

П% 
«1 ( « 1 + " 2 ) / Я 1 + " 2 
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Предполагаем, что пг = ге, ге2 = пр, где р > 1 — любое целое фиксированное 
число. 

Вычисление вероятности в правой части (2) сводится к вычислению U_XtV (ге). 
Асимптотический анализ Ul_x (ге) при ге —» оо основан на исследовании аналити­

ческих свойств за пределами круга | z | <[ 1 производящей функции (z) = 
оо 

= 2 2™^ix у (Л) дробно-рационального вида 

, v^w-/-»-„w^}{/Mc)-/,-»w%jg 
В - ~ { ' ) - ( M . > - / _ « - ' ™ ( , ; 

/о (« ) 
оо 

где / т (z) == ^ z " p (£п

 = m)> 7 г а = °> ± 1 , ± 2, . . . , и применении некоторой моди-

фикации асимптотического метода Лапласа [2]. 
2. Изучение асимптотических свойств распределения известного критерия Кра­

мера — Мизеса — Смирнова 

< = п $ (Fn(x)-F(x))*dF(x 

основано на следующей теореме. Пусть срп (£) = Ее 7 1 — характеристическая функ­
ция т 2-критерия. 

Теорема. Имеет место формула 

I -. / Ait х-1 T„- 1 | 
(3) Ф п О ^ \ ехр 11/ ~ 2 "f" c o s /л4 dx > 

LnJ 3=1 

где Тх, т 2 , . . . — последовательность независимых нормально распределенных случай­
ных величин со средним 0 и единичной дисперсией. 

Формула (3) пригодна как для получения полных асимптотических разложений, 
так и для оценки скорости сходимости распределения со2 к своему пределу при ге —• 

ЛИТЕРАТУРА 

[1] А. А. Боровков, К задаче о двух выборках, Изв. АН СССР, сер. матем., 26, 4 (1962), 
605—624. 

[2] Ю. В. Боровских, Полное асимптотическое разложение для критерия согласия 
А. Н. Колмогорова, Записки научных семинаров ЛОМИ, 41 1974, 30—66. 

Заседание 11 марта 

Г у с е в С. И., Асимптотические разложения для некоторых статистических 
оценок. 

Пусть x-i, . . ., хп — повторная выборка из распределения на измеримом прост­
ранстве (ЭЕ, «5#),3 имеющего плотность / (х, 60) из параметрического семейства плотнос­
тей {/ (х, 6), 6 £ 0} относительно о-конечной меры v, где в — объединение конечно­
го числа открытых интервалов 7?1. Задаваясь функциями W(-), я(-) и полагая п п 

Р п (0 | X) = ( П / (х}, 6)) я (0) 1^ ( { (*., и) \ Л (и) du, 
3 = 1 е з'=1 
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рассмотрим обобщенную байесовскую оценку tn, минимизирующую 
], W (d— Q)pn (9|Х) dQ, и оценку максимальной апостериорной плотности вп, максимизи­
рующую р п (9 | X), частным случаем которой является оценка максимального правдо­
подобия. 

Условия регулярности: 
1) l I / {х, 92) - / (х, 0Х) | v (dx) > 0 для 0 г ф 9 2; 
2) для некоторого P i \ > 0 и любого компакта К С 9 

sup | 9i — 02 | P l \ Vf (х, Oi) / (x, 02) v (dx) < со; 
9ieK, e 2ee J 

3) для всех l £ f , / ( i , •) непрерывна на 9° (замыкание 9 в R1), имеет /Ь -f- 2 (ft > 1) 
непрерывных производных на 9. 

Определим Ц (х, 0) как д1 In /-(ж, 0)/д9\ если / (х, 0) 0, 0, если / (х, 0) = О, 
ж обозначим Е 9 математическое ожидание, соответствующее, / (х, 6). 

4) для некоторых а > 0, m0 > 1 и любого компакта if С 9 
a) sup Е е | h (•, 0) Г а х < 3 ' * + 1 + а ' ft+m»-1) < оо; 

b) sup E J Z . ( - , 0) | ти (*+1. < ; оо 4 = 2 , . . . , fc + 1; 
век г 

c) sup Е„, I Z f r , „ (•, 02) | ( f t + 1 > / a < со для некоторого ei (К) > 0; 
fliEK, | 9 1 - 9 2 | < е , ( К ) 1 <"•+<= 

5) 7 (0) = Е 9 | h (•, 0) | a > 0 для любого 0 е 9, для некоторого р г > 0 

s u p ( l + | e p ) - i / ( 0 ) < оо; 
6) я непрерывна на 9 е ; имеет ft непрерывных производных на 9, я > 0 на 9, 

я '— 0 на дополнении 9 е ; 
7) sup (1 + I 9 | Р з ) - 1 я (0) < оо для некоторого р 3 •]> 0; 
8) W ̂  0 и выпукла; 
9) для некоторых а ^ 1, е 2 >• 0 W (0) = | 0 | а при | 9 | < е 2; 
10) для некоторого р , > 0 sup (1 + I 9 f 1 ) - 1 W (0) < со. 

в е й ' 
Пусть 7 >

9 К — распределение (^ (х, 0), . . ., Jft (ж, Э)), порожденное / (ж, 9). 
(АС) Для всякого компакта К CZ 9 существует натуральное гех такое, что rcj.-

кратная свертка Р 9 s имеет абсолютно непрерывную компоненту с ограниченной плот­
ностью равномерно на К. 

(NL) Для всякого компакта К С 9, для всякого С > 0 sup sup 11|)„ (i) | <; 1, 
9 е к р ц > с 

где я]59 (t) — характеристическая функция Р9 k_v 

Введем обозначения: Р 9 о — вероятность, порожденная выборками, Е 9 о — мате­
матическое ожидание по Р 9 о , Е*У '"'У = E 9 ( ^J (•, 9 0) • • • ^ г (•, 9о)> 7 = 7 (6 0), 
loi = d'ln я (9о)/д0*, Ф и ф соответственно функция и плотность стандартного нор­
мального распределения. 

Теорема 1. В условиях 1 — 7 для всякого целого т, 1 ^ т <J т0, равномерно по 0О 

на компактах имеет место разложение 
[(Jc-l-£(m))/2] _ e(m) 

e o)) m = 2 я*™™.™» 2 +«K ( f e - 1 ) / 2 ) , 
Y=0 

.где е (т) = т — 2 [т/2], m — полиномы от £*, v = 3, . . ., В -(- 2, от 111, от 

v = 1, . . ., р, и от Е % s t > О, h + . . . + . m < min (8 + 2 , (р + m)/2 + 
-f- 1). Если сверх того выполнены условия 8 — 10, то же верно для tn. Коэффициенты в 
этом случае являются полиномами также и от а. 

Теорема 2. 1 ) Пусть выполнены условия 1—7, (NL) при k ^ 2, т 0 = 1 с показа­
телями степеней у моментов, замененными на (k -\- l)/i-f- а в 4Ь), на 1 -)- а в 4с). 
Тогда равномерно по Qa Ez К, z Ez R1 (для всякого компакта К Ez 9) имеет место раз-
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ложение 
й-1 

ре„ {V" Се„ - %) < ЧУ1) = Ф (2) + 2 n ~ " V i ^ ( » Ч * - 1 , / а ) . 
г = 1 

где Vi (z)—• полиномы от z степени I, коэффициенты которых зависят от Е ^ ' ^ 2 1 
s i + • • • + ( S + 2)s i + 2 < s + 2, и от l0j, j = 1, . . ., i. 2) Если выполнены условия 
1—10, (АС) при k ^ 2, пг0 = 1 и интегралы в 4Ь) сходятся равномерно на компактах, 
то же верно для t n . Коэффициенты в этом случае зависят также и от а. 

Теоремы 1 и 2 вытекают из теорем о разложениях нормированных отклонений 
Yn(Qn — 0 0), Y~n(tn — 9 0), содержащихся в [4]. Доказательства теорем 1, 2, исполь­
зующие некоторые идеи [1] — [3], и формулы, позволяющие вычислять коэффициенты 
разложений, готовятся к публикации. 

Вычисления дают (G^ т — коэффициенты для tn): 

Е\+2Е™ i a + i Е\ i 
#i , i = 2/2—~ + > Gi,i = Я1,1 + —g р - ; Со,2 = Яо,2 = — s 

1 5 (i?1)2 (4;i)2
 E\ E\l 

H2,2 = —jr- + — - y r - + 1 2 — j i — + 6—ji— + 2-7г~ + 7 з _ + 3 ~ 7 з - + 
E\ Щ + АЕ\1 1 1 

+ 3 ~JT + V / з ~ + ( 2 V + 1%Л) -]Г — — , 

г и ( В + 3 1 < Ф * , за,. ^ 
02,2 = #2,2 + з \ j4~+3 JI + /3 + /3 + ' 0 , 1 / 3 / . 

Эти формулы, решающие, в частности, задачу Ю. В. Линника вычисления 77 2 > 2, ^2,2, 
дают 

» 2 ( Е е . Сп - е о ) 2 - Е 9 „ Фп - V") = ( а + з б ( а ~ 5 ) + 0 ( D . 

(а —6) (я + Ь —4) ( £ з ) 2 

»г (Е9о ('„ - е0)2
 - Е9 о (tn - в0)«) =- i Ц ^ : i - j ; - + о (1); 

где верхний индекс указывает на значение а в условии 9, в двух случаях: / (х, 0) = 
= / (х - 6), я (0) = 1, 0 е в, и / [х, 6) = / (я/б)/е, я (6) = I/O 3,0 е е с [7- + °°). 
V > 0; мера Лебега. 
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Заседание 8 апреля 

Х о л е в о А . С , К общей теории статистических решений. 
Содержание доклада опубликовано в ДАН СССР, 218, 1 (1974), 54—57. 

Заседание 6 мая 

О р л о в А. И., Оценки скорости сходимости распределений статистик интеграль­
ного типа, определенных с помощью эмпирических процессов. 

Рассмотрим к независимых выборок из равномерного распределения на [0, 1] 
объемов п (1), п (2), . . ., п (к) соответственно. Пусть Fin^ (t), i = 1, . . ., к, 0 ^ 
<^ 2 ^ 1, — эмпирические функции распределения, построенные по этим выборкам, а 
i in(i)№ = ( и (О)''* (^i,n(i) № ~ ') — соответствующие эмпирические процессы. 
Введем обозначения: 

re = (re (1), ге (2), . . ., ге (к)), | re | = min (re (1), ге (2), . . ., ге (А)), 

О = (^1, ^2,и(2) О ' • • •' П(/С) W)-

Рассмотрим функцию / (^, . . ., i/ f c ) . . ., у ч , у2к+1) переменных у±, . . . 
у 2 К + 1 , | г/г | <С о о , i = l , • . ., 2А, 0 ^ y 2 / m <J 1. Будем использовать обозначение 

/ & П ( 0 , 5 n ( 1 - *)•> *) = / (It, mi) (0, • • „ д а (*), 5 Х , п { 1 ) (l — 0 , • • •, £ k, „(и) (1 - 0. 
Пусть Fn (t) -* t при I re I —» oo по вероятности при любом t, 0 ^ t ^ 1. Будем изу­
чать статистики 

l 
4 n = $ / ( ? „ ( * ) , 5 „ ( l - 0 , 9 <^(п)(0. 

0 

Статистики вида х\п являются частным случаем статистик интегрального типа, введен­
ных в [1]. ~* " 

Пусть £х (t), . . ., g f t (i) — независимые гауссовские процессы на [0, 1] с нуле­
выми математическими ожиданиями и ковариационными функциями min (t, s) — st; 

совпадающими с ковариационной функцией эмпирического процесса. Положим 

I (*) = (ii (*), U (*), • • •, h (*)), 
1 

ч = $/К(9. 5 ( 1 - * ) . ' ) * , 
о 

Д „ = sup | P { T , n < Z } - P { n < Z } | . 
—oo<z<oo 

При выполнении некоторых весьма слабых условий Д п —> 0 при | п \ —» оо (см., на­
пример, [1]). При выполнении более жестких условий можно оценить скорость сходи­
мости Д„. Введем обозначения 

v n = $ /«« О. 5n (1 - 0, *) г п W = l» lV l {Рщ (О - 1 ) . о 
Теорема. I. Пусть при каждом ге интегралы в цп и \ п являются пределами интег­

ральных сумм с вероятностью единица; для любого натурального г функции 

Gr (fV • • *2r' *!• • • - *Ir> = М П t<Zn ('*)• К (1 - «i> Sn (Si) 
l<i<2r 

дифференцируемы 2r pas no переменным slt . . ., s 2 r s каждой замкнутой области, где 
не меняется упорядоченность4г переменных t ; , S;, t = 1, . . ., 2г, отношением^,при-
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чем существуют константы Dt (г) такие, что при всех п 

max sup / 1 
i=l , . . . , 2Г (3(1)+ . . .+P(2r)=s 

ds^ . . . ds^ 
< Dx (Г) 

II. Пусть при любом натуральном г и любом п функции 

я п(* 1,...,* 2 г)=м П / й п ^ . ^ - ' М ) . 

]<i<2r 

(*г • . . , t2r) = м П 
1 < г < 2 г 

дифференцируемы 2г р а з в любой области, задаваемой произвольным фиксированным 
упорядочением переменных tx, . . ., t%T с помощью отношения^, причем сущест­
вуют константы D2 ( г ) такие, что при всех п ^ со 

2 max sup 

i=l , . . . . 2J- ••• +a (2r )=s 

dSHb (tv t2r) 

dt«{1) . . . dt\r 
a(2r) 

III . Пусть существуют константы f » i такие, что 

2fc 
sup ( max I j / , \ f 2 

(—CO , OO 

3/ (2/p . . . . y a s + 1 ) <A. 

IV. Пусть предельная функция распределения удовлетворяет условию Липшица 
на прямой, т. е. существует константа В такая, что 

sup Л- 1 1 Р (Г) < z + Д} - Р {л < z) [ < В. 
г, Д 

Тогда для любого 8 ^> 0 существует константа С такая, что при всех п 

Ап<С\пГ'1*\ 

причем С зависит лишь от констант е, В, А, В и последовательностей Dx = (Dx (1), 
Di (2), Dx (3), . . . ) и D2 = (D2 (1), D2 (2), D2 (3), . . .). 

Рассмотрим важный частный случай, к которому относятся обычно используемые 
статистики. 

Следствие. Пусть 

/ (г/1. • • •. У2й:> = ^ (Ук • • " %c) f e^2fe+l)> 

хде / i (г/i, • • •, y2 f c) ~~ многочлен степени р от переменных г^, . . ., yik, коэффициенты 
которого не превосходят Q по модулю, функция h (y2k+1) сколько угодно раз дифферен­
цируема на замкнутом отрезке [0, 1], 

hr = sup I re(r) (t) I, h = (До, hx, hi, . . .). 

Пусть при всех n 

l<i<Jc 

причем 

2 ( I e l ( ^ ")l + l a 2 ( J , 1 ) |) <£1. 
i = l 

Пусть выполнено условие IV основной теоремы. Тогда для любого е > 0 существует 
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константа С, зависящая только от е, р , Q, В, h и такая, что при всех п 

Д „ < С | « Г ' / г + £ . 

Пример 1. Рассмотрим статистики интегрального типа 
1 1 

Пп = 5 Чь п(1) (*) dt, Г)1 = ^ п { 1 ) (t) dt. о О 

и оценку скорости сходимости: для любого е >• 0 существует С (е) такое, что при всех п 

Д „ < С ( е ) | « Г + £ . 
Для Т|* эта оценка верна при а = 1/2 и неверна при а > 1/2. Для н 2 эта оценка верна 
при а = 1. Таким образом, оценку, полученную в основной теореме, нельзя улучшить 
одновременно для всех элементов достаточно широкого класса статистик интегрального 
типа, хотя вопрос о скорости сходимости отдельных статистик интегрального типа ос­
тается открытым. 

Пример 2. Рассмотрим статистику типа омега-квадрат 

1 

ч»= S $ М ' ) 5 и , ) ( о * . 

Пусть функции й г (i), i = 1, . . ., 7«, сколько угодно раз дифференцируемы на [0, 1] . 
Тогда эта статистика удовлетворяет условиям следствия из основной теоремы. 

Доказательство основной теоремы проводится методом, в простейшем случае из­
ложенным в [2]. Библиография приведена в [2]. Полное доказательство всех сформу­
лированных в докладе утверждений содержится в [3]. Некоторые дальнейшие резуль­
таты опубликованы в [2], [4], [5]. 
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